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Resume. — On montre un lemme de Kazhdan-Margulis-Zassenhaus pour les geometries de 
Hilbert. Plus precisement, en toute dimension n, il existe une constante e n > telle que, pour 
tout ouvert proprement convexe O, pour tout point x € il, tout groupe discret engendre par un 
nombre fini d'automorphismes de qui deplacent le point x de moins de e n est virtuellcmcnt 
nilpotent . 

Abstract. — We prove a Kazhdan-Margulis-Zassenhaus lemma for Hilbert geometries. More 
precisely, in every dimension n there exists a constant e n > such that, for any properly 
open convex set Q and any point x G f2, any discrete group generated by a finite number of 
automorphisms of Q, which displace x at a distance less than e„, is virtually nilpotent. 



Introduction 

Beaucoup d'attention a ete portee jusqu'ici aux quotients compacts des geometries 
de Hilbert, plus connues sous le nom de convexes divisibles. Suite aux premiers travaux 
de Victor Kac et Ernest Vinberg [VK67], Jacques Vey [Vey70] et Jean-Paul Benzecri 
[Ben60], on peut citer entre autres ceux de William Goldman [Gol90], Suhyoung Choi 
[Cho94a, Cho94b, Cho06], Choi-Goldman [CG93, CG97], et plus recemment d'Yves 
Benoist [BenOO, Ben03, Ben04, Ben05, Ben06a, Ben06b] et Misha Kapovich [Kap07]. 
En revanche, l'etude geometrique des quotients non compacts n'a ete encore que peu abor- 
dee, si ce n'est dans les contributions recentes du second auteur et de Choi. Dans [Mar] 
et [MarlOa], ce sont les surfaces de volume fini qui sont a l'honneur ; dans [MarlOb], des 
exemples de quotients de volume fini sont construits en toute dimension, suivant une idee 
de [JM87] ; dans [CholO], Choi se donne une variete differentielle et etudie ses possibles 
structures projectives convexes. Dans Particle [CM] qui suivra celui-ci, nous introduirons 
et decrirons la notion de finitude geometrique pour les quotients de certaines geometries 
de Hilbert. Ainsi, notre point de vue sera oppose a celui de Choi : nous partirons d'une 
geometrie de Hilbert (Q, dn) donnee et il s'agira de comprendre la geometrie de ses eventuels 
quotients. 

En fait, Particle present ne devait etre qu'une partie du suivant, mais nous avons decide de 
l'ecrire a part, d'abord pour l'interet intrinseque de son resultat mais aussi pour raccourcir 
l'autre (ou l'inverse). 
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L'etude des geometries de Hilbert tire nombre de ses inspirations de la geometrie rieman- 
nienne hyperbolique ou de courbure negative. Le lemme de Kazhdan-Margulis-Zassenhaus est 
un resultat essentiel dans la comprehension des varietes riemanniennes de courbure negative 
ou nulle. Le but de cet article est de montrer un tel lemme pour les geometries de Hilbert : 

Theoreme 1. — En toute dimension n, il existe une constante e n > et un entier m n 
tels que, pour tout ouvert proprement convexe Q, pour tout point x G Q, pour tout p-uplet 
d'elements 71, ...,7 P € Aut(Q) qui verifient du(x, r yi ■ x) ^ e n , si le groupe V engendre par les 
7i,...,7 p est discret, alors il est virtuellement nilpotent. De plus, on peut trouver un sous- 
groupe nilpotent de F d'indice inferieur ou egal d m n . 

Le lemme de Kazhdan-Margulis-Zassenhaus pour les espaces symetriques a ete demontre 
par David Kazhdan et Gregory Margulis dans [KM68] en utilisant un resultat de Hans 
Julius Zassenhaus publie dans [Zas38], que nous utiliserons sous la forme du lemme 4.1. II 
a ete montre pour les espaces de Hadamard par Margulis ; on pourra trouver dans [Mar75] 
quelques remarques, Margulis n'ayant pas publie de preuve complete. La page 150 du livre 
[Gro93] de Misha Gromov fournit un bref rappel historique de ce lemme. 

Les lecteurs interesses par une preuve complete peuvent consulter [Rag72] pour les espaces 
symetriques et [BGS85] pour les varietes de Hadamard. 

On pourra aussi noter que Suhyoung Choi' [Cho96] a obtenu un lemme de Kazhdan- 
Margulis-Zassenhaus pour les geometries de Hilbert divisibles en dimension 2. Notre de- 
monstration du theoreme 1 s'inspire d'une des idees de Choi'. 

2. Geometrie de Hilbert 

Cette partie constitue une introduction tres rapide a la geometrie de Hilbert. Pour une 
introduction beaucoup plus complete, on pourra lire [Ver05] ou le livre [Bus55]. 

Une carte affine A de l'espace projectif reel P n (M) = P n est le complementaire d'un hyper- 
plan projectif. Une carte affine possede une structure naturelle d'espace affine. Un ouvert Q 
de P n different de P n est convexe lorsqu'il est inclus dans une carte affine et qu'il est convexe 
dans cette carte. Un ouvert convexe Q de P n est dit proprement convexe lorsqu'il existe une 
carte affine contenant son adherence Q. Autrement dit, un ouvert convexe est proprement 
convexe lorsqu'il ne contient pas de droite affine. 

Sur un ouvert proprement convexe Q de P n , la distance de Hilbert est definie de la fagon 
suivante. Soient x, y deux points distincts de Q ; on note a, b les points d'intersection de la 
droite (xy) et du bord dQ de Q tels que x so it entre b et y et y entre x et a (voir figure 1). 
La distance entre x et y est definie par la formule 



dn(x,y) = -ln[a : b : x : y], 
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a — x \\ ■ \\b — y . 

ou la : o : x : y \ — r — — rr designe le birapport des points a,b,x,y; ■ est une 

\\a — y\\ ■ \\b — x\\ 

norme euclidienne quelconque sur une carte affine qui contient I'adherence fl de fl. 




FIGURE 1. La distance de Hilbert 



II est clair que d,Q ne depend ni du choix de la carte, ni du choix de la norme euclidienne 
sur cette carte. 

L'espace (fl, dn) ainsi construit est un espace metrique complet dont la topologie coincide 
avec celle induite par P n . Le groupe Aut(f2) des transformations projectives de SL n+ i(IR) qui 
preservent fl est un sous-groupe ferme de SL n+ i(M) qui agit par isometrie sur d^) ; il agit 
done proprement sur Q. 

3. Le theoreme de Benzecri 

Pour montrer le theoreme 1, nous aurons besoin d'un resultat de Benzecri ainsi que de 
certains lemmes intermediaires de sa demonstration, que nous rappelons ici. Toutes les 
demonstrations de ces resultats se trouvent dans les notes de cours de Goldman [Gol]. 

On definit l'espace S des convexes marques comme l'ensemble 

£ = {(fl,x) | fl est un ouvert proprement convexe de P n et x G fl}, 
muni de la topologie de Hausdorff heritee de la distance canonique sur P n . 

Theoreme 3.1 (Benzecri [Ben60]). - - L'action de SL n+1 (IR) sur £ est propre et cocom- 
pacte. 

Un bon exemple d'ouvert proprement convexe est le suivant. Soit 

q(x) = x\ + ... + x 2 n -x 2 n+1 
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une forme quadratique de signature (n, 1) sur IR n+1 . L'ensemble C = {x G M. n+1 \ q(x) < 0} 
est un cone ouvert convexe de W l+1 et la projection de C sur P n sera note £q. Un ellipsoi'de 
de P™ est l'image de Sq par un element de SL n+1 (R). 

La proposition suivante definit la notion d'ellipsoi'de d'inertie d'un convexe borne d'un 
espace affine (si l'enonce necessite une metrique euclidienne "accessoire", l'ellipsoi'de d'inertie 
ne depend pas de cette metrique). 

Proposition 3.2. — Soit Q un convexe borne de V espace W 1 euclidien, de centre de gravite 
O. Alors il existe un unique ellipsoi'de S, appele ellipsoi'de d'inertie de , tel que, pour toute 
application affine ip : W 1 — > IR telle que ip{0) = 0, les moments d'inertie de Q et £ par 
rapport a O de V application affine ip sont egaux, c'est a dire que Von a I'egalite suivante : 

I il) 2 {x) dx = ip 2 (x) dx. 
Jn Js 

Cette proposition est tres classique en mecanique du solide. Le lecteur interesse pourra 
trouver une demonstration, des references, et une description beaucoup plus complete de 
l'ellipsoi'de d'inertie dans [MP89]. Nous nous contenterons d'utiliser l'existence d'un tel el- 
lipsoi'de et la proposition 3.4 ci-dessous, que l'on trouve dans [Gol]. Les deux propositions qui 
suivent peuvent etre vues comme les etapes principales qui menent au theoreme de Benzecri. 

Proposition 3.3 ([Gol]). — Soit (Q,x) G S. II existe une unique carte affine de F n dans 
laquelle I 'ouvert Q est borne et le point x est le centre de gravite de Q. 

Proposition 3-4 ([Gol]). — Pour n ^ 1, il existe des constantes R n > r n > telles que, 
pour tout ouvert convexe borne Q de I'espace IR n euclidien dont le centre de gravite est I'origine 
O et l'ellipsoi'de d'inertie la boule unite, on ait 

4(0)cflc\(0), 

oil B r (0) represente la boule de centre O et de rayon r ^ 0. 

Definition 3.5. — On appellera la carte affine definie par l'hyperplan {x n +i — 1} ^ a carte 
standard de P n . On munit cette carte du produit scalaire euclidien canonique. On note O le 
point de coordonnee [0 : : • • • : 1] que l'on choisit comme origine de cette carte. 
On dira qu'un couple (Q, x) est standard lorsque : 

1. le convexe Q est borne dans la carte standard de P n ; 

2. le point x est le centre de gravite de Q dans la carte standard ; 

3. le point x est I'origine O de la carte standard ; 

4. l'ellipsoi'de d'inertie de Q est la boule unite centree en x dans la carte standard. 
On note S s l'ensemble des couples standards de £. 

Remarque 3.6. — On remarquera que si (Q,x) est un couple standard et si l'element 7 G 
SL n+ i(IR) est un automorphisme Q qui fixe x, alors 7 preserve l'ellipsoi'de d'inertie de Q, c'est- 
a-dire la boule unite de la carte standard. Par consequent, les stabilisateurs StabAut^)^) de 
x dans Aut(f2), pour (Q,x) G £ s , sont tous inclus dans le groupe SO n (R). 
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Proposition 3.7. — L 'ensemble S s est compact et pour tout couple (O, x) G S, il existe un 
element g G SL n+ i(]R) tel que g ■ (O, x) G £ s . 

Demonstration. - - Une limite d'ensembles convexes pour la topologie de Hausdorff est encore 
un ensemble convexe. La proposition 3.4 montre que l'ensemble S s s'identifie a un ensemble 
H d'ouverts convexes coinces entre les boules B Tn {0) et B^ n (0). Par suite, toute partie de P n 
adherente a H est convexe, proprement convexe et l'ensemble S s est done ferme et finalement 
compact. La proposition 3.3 montre la seconde partie de cette proposition. □ 

Remarque 3.8. — Le deuxieme point de la proposition 3.7 montre qu'il suffit de prouver 
le theoreme 1 pour tout couple standard et e'est ce que nous ferons. 

4. Demonstration du theoreme 1 

4.1. Le lemme de Zassenhaus. — Comme annonce, nous allons avoir besoin du lemme 
de Zassenhaus. 

Lemme 4-1 (Zassenhaus [Zas38] ou le theoreme 8.16 de [Rag72]) 

Soit G un groupe de Lie. II existe un voisinage de I'identite U tel que tout groupe discret 
engendre par des elements de U soit nilpotent. 

4.2. Trois lemmes techniques de theorie des groupes. — 

Lemme 4-2. - - Soient G un groupe de Lie, K un sous-groupe compact de G et m G N \ 
{0}. Pour tout voisinage ouvert relativement compact V de K, il existe un voisinage ouvert 
relativement compact W de K tel que : 

1. W = W- 1 ; 

2. W m C V. 

Demonstration. — C'est une simple consequence du fait que la multiplication soit continue. 

□ 

Lemme 4-3. - - Soient G un groupe compact metrisable et V un voisinage ouvert de I'identite 
dans G. II existe m G N \ {0} tel que tout sous-groupe ferme K de G soit inclus dans la 
reunion de m translates de V par des elements de K . 

Demonstration. — Tout sous-groupe ferme K de G est compact et recouvert par \_} k&K kV, 
puisque V contient I'identite ; tout sous-groupe ferme K de G est done recouvert par un 
nombre fini de translates de V par des elements de K. 

Supposons maintenant, en raisonnant par l'absurde, qu'il existe une suite (K m ) m ^ de sous- 
groupes fermes de G telle que toute reunion de m translates de V par des elements de K m 
ne contienne pas tout K m . 

La distance de Hausdorff fait de l'ensemble des fermes de G un espace compact, la topologie 
induite sur l'ensemble ferme des sous-groupes fermes de G en fait un ensemble compact. On 
peut done supposer que la suite (K m ) me ^ converge pour cette topologie vers un sous-groupe 
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ferme K de G. Ce groupe K n'est, par definition de la suite (K m ) m ^, inclus dans aucune 
reunion finie de translates de V par des elements de K. D'ou une contradiction. □ 

Nous aurons besoin du lemme suivant pour "gerer l'indice fini". 

Lemme 4-4- ~ ~ Soient m G N \ {0} ; T un groupe agissant transitivement sur un ensemble 
fini E, de cardinal \E\ > m, et S un ensemble de generateurs de V , tel que si g G S , alors 
g^ 1 G S. Si e est un element de E, il existe des elements 7i,...,7 m+ i G S m qui envoient e 
sur 771 + I points distincts de E. 

Demonstration. — On pose = S U {1}. Pour n G N, on note N n le cardinal de la partie 
S 1 ™ • e de l'orbite T ■ e = E ; l'enonce revient a montrer que N m > m. Or, la suite (N n ) est 
strictement croissante jusqu'a un certain rang i e N pour lequel elle devient stationnaire : 
pour n ^ i, N n = Ni. Comme T agit transitivement sur on a forcement iVj = \E\ > m. 
Ainsi, si % ^ m, alors N m > m ; sinon, le fait que Nq = 1 et que (N n ) soit strictement 
croissante entre et m implique aussi N m > m. □ 

4.3. Lemmes cles de geometrie de Hilbert. — On munit le groupe SL n ^_i(lR) dune 
distance dsL invariante a gauche et propre, c'est-a-dire que les boules fermees sont compactes. 

Lemme 4-5. - - Pour tout e > 0, il existe 5 > tel que, pour tout couple standard (Q, x) G S s 
et tout element 7 G Aut(Q), on ait 

d n (x,'j-x)^e d SL (l,7) < 5. 

Demonstration. — On note x(fl) le centre de gravite d'un convexe Q borne dans la carte 
standard. Pour tout e > 0, l'ensemble 

K = {(Q,x) G £ I Q borne dans la carte standard et d^(x,x(Q)) ^ s}, 

est un voisinage compact de E s . Le theoreme 3.1 affirme que Paction de SL n+1 (IR) sur £ est 
propre. Par consequent, l'ensemble des elements de SL n+1 (IR) qui envoient un element de 8 S 
sur un element de K est compact, done borne. □ 

Si x est un point d'un ouvert proprement convexe Q de P", on notera Stabf^a;) le stabili- 
sateur de x dans Aut(fl). 

Lemme 4-6. - - Pour tout e > 0, il existe 5 > tel que, pour tout couple standard (Q,x) G 
S s , pour tout 7 G Aut(Q), on ait 

du(x,j-x)^S ==>> d S h(Stabu(x),"f) < e. 

Demonstration. — On demontre ce lemme par l'absurde. Supposons qu'il existe une 
constante Eq > 0, une suite de couples standards (Q n ,x n ) G S s et une suite d'elements 
7 n G Aut(O n ) tels que 

- d nn (x n ,j n ■ x n ) — Y ; 

n— >oo 

- rf SL (Stabo n (a; n ),7 n ) ^ e . 
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L'espace S s est compact. Le lemme 4.5 montre que la suite ( r y n )n£® reste dans un compact 
de SL n+ i(IR). On peut done supposer que toutes ces suites convergent. Les limites, notees 
sans indice, verifient les points suivants : 

- (O, x) e £ s ; 

- 7 G Aut(fi) ; 

- 7 • x = x ; 

- dsL(Stab n (aO,7) > e . 

Les trois premiers points montrent que 7 G Stabj^x) et le dernier montre que e'est absurde. 

□ 

4.4. Demonstration du theoreme 1. — On peut maintenant donner une 

Demonstration du theoreme 1. — Le lemme 4.1 montre qu'il existe un voisinage ouvert IA 
de l'identite dans SL n+ i (R) tel que tout groupe discret engendre par des elements de U soit 
nilpotent. 

Pour tout couple standard (Q,x) G £ s , le stabilisateur K de x dans Aut(fi) est un groupe 
compact inclus dans le groupe compact G = SO n (R) (remarque 3.6). Le lemme 4.3 montre 
alors qu'il existe m G N \ {0} tel que K soit recouvert par m translates de U par K ; de plus, 
m peut etre choisi independamment du couple standard (Q,x). 

On fixe maintenant un couple standard (Q, x) G £ s et on note K le stabilisateur de x dans 
Aut(fi). On note 

m 

(1) V = {jhU 

i=l 

la reunion recouvrant K des translates de IA par les elements ki, ■• ■ ,k m G K ; V est un 
voisinage ouvert relativement compact de K. 

Pour 77 > 0, on note W(p.^ n ) = {7 G SL n+ i(R) | (^(Stab^x), 7) ^ r/} le voisinage 
compact de K de taille 77. Le lemme 4.2 montre que pour tout couple (O, x) G S s , il existe un 
nombre ?7(n,a:) > tel que ^ C V. L'espace £ s est compact et un raisonnement par 

l'absurde montre que l'on peut choisir T)m x \ independamment du couple (Q,x). Autrement 
dit, il existe un 77 > tel que Wj% x \ C V pour tout couple standard (Q,x) G £ s . Par la 
suite, on abregera la notation en W = Wrsi tXiTI ). 

Le lemme 4.6 montre qu'il existe e n > tel que, pour tout couple (Q,x) G £ s , l'ensemble 
F £n (x) = {7 G Aut(fi) I c?q(x,7 • x) ^ e n } soit inclus dans W. On va montrer qu'un groupe 
discret T engendre par des elements de F £n (x) est virtuellement nilpotent. 

Le lemme 4.1 montre que le groupe A engendre par T HU est nilpotent. On va voir que A 
est d'indice fini dans T inferieur a m. 

Le groupe T agit transitivement sur l'ensemble E = T/^. Supposons que cet ensemble 
contienne strictement plus de m elements. Le lemme 4.4 montre qu'il existe des elements 
71, ...,7 m+ i G T, produits d'au plus m elements de F En (x), qui envoient A sur m+1 classes 
a gauche distinctes de E. 
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Comme F £n (x) C W et W m C V, les elements 71, ...,j m+ i sont dans V. Or, le voisinage 
V est reconvert par m translates de U via des elements de K ; il existe done deux elements 
distincts parmi 71, ...,7 m+1 qui appartiennent a un meme translate de U dans la reunion (1). 
On peut supposer que ce sont les elements 71 et 72 qui sont dans kJU ; ainsi, on peut ecrire 
71 = kiUi, 7 2 = kiu 2 avec u±, u 2 G TflW. II vient que 7f 1 72 = uT kT k\U 2 et done 7i 72 G A. 
On en deduit que les elements 71 et 72 envoient A sur la meme classe a gauche de E, d'ou 
une contradiction. □ 
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